Serie numeriche

Definizioni

analisi

Data la successione {a,} = a;,a,,as,...,a,,.. siconsiderinole somme parziali s;,S,, ..., S, definite come:

S1=a1 S2:a1+a2 53:a1+a2+a3 S4:a1+a2+a3+a4 Sn:a1+a2+a3+"'+an

Si definisce serie di termine generale a,, la successione delle somme parziali {s,,}

+oo
Si definisce somma e si pone uguale a § il: nl_l]ﬁo Sn = § tale somma si indica anche con: z a, = Z a,
n=0

Carattere di una serie

Si definisce carattere di una serie la sua caratteristica di essere convergente, divergente o indeterminata

se § efinito e laserie ) a, sidice convergente

se §S= iOO e laserie Z an, si dice divergente (positivamente o negativamente)

altrimenti e laserie ) a, sidice indeterminata

una serie che sia convergente o divergente si dice regolare
Prime proprieta

assegnate due serie ), a, e Y b, edunnumeroreale 4

Y.a, converge & Y la, = 1) a, converge convergenza del prodotto di una costante per una serie
se Y.a, € 2b, _ . .
= Y(a, + b,) converge | convergenza della somma di due serie convergenti
convergono
Condizione necessaria per la convergenza di una serie
Se Ya, converge = lim a, = 0 condizione necessaria ma non sufficiente per la convergenza
n no+o di una serie é che il termine generale sia infinitesimo
Alcune serie notevoli
nome simbologia carattere
+o00
. . 1 .
serie armonica — divergente
n
n=1
+o00 .
1 p <1 divergente
serie armonica generalizzata —
n
n=1 p > 1 convergente
<1 i
+oo q <1 irregolare
serie geometrica di ragione q E q" —1 < g <1 convergente
n=0 .
q = 1 divergente
400
. . 1
serie di Mengoli —_— =1 convergente
nn+1)
n=1
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analisi Serie numeriche

Principali criteri di convergenza

Criterio del confronto per serie a fermini non negativi

- . se Y b, converge = Y a, converge
Date le successioni {a, } e {b,} sia: X by 8 2 an 8

< <
e 0<a,<by se ),a, diverge = ) b, diverge

Criterio del confronto asintotico per serie a fermini non negativi

se0 <l < +o0 = leserie), a, e b, sono entrambe

Date le successioni{a,}e {b,} sia: convergenti oppure divergenti

e a,=20,b,>0
se l=0 e ) b, converge = ) a, converge

an

e Ilim —=1
n—+oo bn se | =+ e Y b, diverge = Y a, diverge

Criterio degli infinitesimi per serie a fermini non negativi

p>1 = Y a, converge

Data la successione {a,} sia: se0 <l <+
p<1 = }a, diverge
o a, =0
e lim nPa,=1 conpeR sel=0 e p>1 = Xa, converge
n—-+oo
sel=+w e p<1 = Y a, diverge

Criterio della radice o di Cauchy per serie a termini positivi

Data la successione {a,} sia: sel<1 = Ya, converge
* >0 sel>1 = ) a, diverge
e lim Ya, =1 R,
n—+oo n se l=1 = nonsipuo dire nulla

ﬁi‘ puo essere utile in caso di serie con esponenziali

Criterio del rapporto o di D'Alembert per serie a termini positivi

Data la successione {a,} sia: sel<1 = Y a, converge
o a, >0 .
n sel>1 = ) a, diverge
e lim =] N
n-+o Qan se l=1 = non sipuo dire nulla

ﬁ: puo essere utile in caso di serie con fattoriali

Criterio di Leibnitz per serie con termini a segno alterno decrescenti

Data la successione {a,} sia: a, =0 * S€ Qpy1 S Ay
= Y (—1"a
. li —0 ( n converge
Data la serie alternante ),(—1)"a, - se um ap =

Criterio di convergenza assoluta

Data la serie )’ a,, e la serie }.|a,| se Y.|a,| converge = )} a, converge
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Proprieta e teoremi

Definizione di serie a termini non negativi e di serie a fermini positivi

Una serie ) a, si definisce a termini non negativisea, >0 Vn €N

Una serie ) a, si definisce a termini positivisea, >0 VYn €N

Teorema sulle serie a termini non negativi

Una serie a termini non negativi e regolare cioé o converge oppure diverge positivamente

Dimostrazione

Consideriamo la successione delle somme parziali {s,} dove s, =a; +a, +a; + -+ a,
S, sipuo anche scrivere come s, = s,_1 + a,

Se minoriamo il secondo membro si ha: s, = s,_1.

Cio significa che la successione delle somme parziali € crescente

Per il teorema sulle successioni monotone {s,} ammette limite e quindi la serie & regolare

Il teorema é verificato anche per serie a termini positivi

Condizione necessaria per la convergenza di una serie

Condizione necessaria ma non sufficiente per la convergenza di una serie € che il termine generale sia
infinitesimo, cioe:

Se ) a, converge allora lim a, = 0
n—-+oo

Dimostrazione

Per ipotesi la serie & convergente, indichiamo con § la sua somma

Per definizione la somma e uguale al lim s, = S dove {s,} € la successione delle somme parziali
n—-+o

Dove s, = a; + a, + a3 + -+ a, che si puo anche scrivere come s, =s,_1+a,
Dacui a, = s, — Sp_1
passando al limite ad entrambi i membri si ha:

lim a, = nl_l;z_noo(sn — Sp-1) =

m s,— lims,_;=5-—5=0 dacuilatesi
n—+oo n—-+oo

li
n—-+oo
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